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0z

Bu c¢alismada, popiilasyon lojistik biliyiime modelinin diferansiyel denklem seklindeki ifadesinin analitik
¢ozlimiinden yararlanarak en kiigciik kareler yontemiyle iistel bir egri uyduruldu. Bu egrinin parametreleriyle
diferansiyel denklemin parametreleri arasinda iliski kurularak uygulama olarak gelecekteki Tiirkiye niifusu tahmin

edilmeye calisildi. Ayrica programi yapay sinir agt NAR (Nonlinear Autoregresif) modeli simiilasyon teknigi
yardimiyla Tirkiye kisi bagina diisen milli gelir tahmin edilmeye ¢alisildi.

Anahtar Kelimeler: Lojistik biiyiime modeli, En kiigiik kareler yontemi, Yapay sinir aglari
ABSTRACT

In this study, an exponential curve was constructed using the least squares method by the analytical solution of the
expression of the logistic growth model as the differential equation. As an application, the population of Turkey in
the future was tried to be estimated by establishing a relationship between the parameters of this curve and the
parameters of the differential equation. Also, Turkey's national income per capita was tried to be estimated.via the
simulation technique of artificial neural network NAR (Nonlinear Autoregressive).

Keywords: Logistic growth model, Least squares method, Artificial neural network
1. GIRIS

Popiilasyon, belli bir zaman diliminde birim alana diisen birey say1s1 olup, popiilasyonun ekosistemdeki islevi
Dogan birey sayisi

yogunluguyla alakalidir. Dolayisiyla dogum orani (Dogum orani = ) ve Olim orani

Toplam birey sayisi
Olen birey sayisi

(Olﬁm orani = ), ice ve disa dogru gdogler popiilasyon yogunlugunu etkilemektedir.

Toplam birey sayis1
Dolayisiyla, uygun g¢evre sartlarinin bulundugu ortama yerlesen bir tiiriin, ortamin uygunlugu derecesinde,
sayisinda artma veya azalma goriiliir. Cevre sartlar1 ve biyotik faktdrler popiilasyonun biiyiikligiinii denetler.
Temel olarak bir popiilasyonun biiyiikliindeki degisim;
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Poplilasyon Blyikligindeki Degisim = + +

(Do@umlar) Oliimler

A Ice Gogler Disa Gogler
B c

seklinde ifade edilir. Burada B < C oldugunda popiilasyon kiigiiliir, B > C oldugunda popiilasyon biiyiir ve
B = C oldugunda ise popiilasyon dengede kalir (Allen, 2007).

Popiilasyon biiyiikliigiiniin ileriki yillarinin zamana bagl olarak tahmin edilmesi sayesinde, bir iilkenin
ekonomik ve sosyal planlamasi yapilmaktadir (Giinsoy & Tekeli, 2015). Bu tahmin igleminde genellikle
matematiksel modelleme kullanilmaktadir. Matematiksel modelleme, bir durumun ya da olayin matematiksel
semboller kullanilarak matematik diline aktarma siirecidir (Dasbas1 & Oztiirk, Mathematical modelling of
bacterial resistance to multiple antibiotics and immune system response, 2016). Matematiksel modelleme ile
popiilasyon biiyiikliigiiniin tahmin edilmesinde kullanilan ve 6zellikle diferansiyel denklemler araciligiyla
yapilan bu siireglerin temel aldigi modellerden bazilari su sekilde 6zetlenebilir (Dasbasi, Bazi Bakteriyel
Patojenlerin Matematiksel Modelleri ve Uygulamalari, 2016):

Malthusian gelisim modeli (Edelstein-Keshet, 1988; Malthus, 1798): Popiilasyonun boyutu gelisim oraniyla
orantilidir. Malthusian ad1 ingiliz ekonomist Thomas Malthus (1755-1845)’un popiilasyon gelisim teorisi i¢in
katkilarindan dolay1 verilmistir. Bahsedilen tarzdaki modeller arasinda en ilkel olan bu modelde, t
zamanindaki popiilasyon biiyiikligi x = x(t) ile gosterilmektedir. Ayrica dogum orani b, 6liim orani d ve bu
parametrelere bagli net gelisim orant a = b — d olmak {izere 6nerdigi model asagidaki sekildedir.

dx )

P ax = f(x

Gompertz gelisim modeli (Hale & Kocak, 1991; Gompertz, 1825): Ad1 ingiliz sigortact Benjamin Gompertz
(1779-1865) tarafindan adlandirilmis olup Malthusian gelisim modeli gelistirilerek tasarlanmistir. Bazi
popiilasyonlar zamanla birlikte {istel bicimde gelismezler. Popiilasyon biiyiidiikge biitiin popiilasyon hacminin
iki kat zamani1 olan zamana kadar stirekli bir sekilde artar. Burada, t zamanindaki ¢ogalan bireylerin biiyiikliigii

x(t), net gelisim oran1 a(t) ve % = —aa,(a >0, a(0) = k), a(t) = ke™* olmak iizere model asagidaki
sekildedir.

dx
_ = t = k —at
T a(t)x ey
k -
Ayrica x(0) = x, baslangi¢ kosulu ile bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii; x(t) = x, ec17¢7%) seklinde olup
a(t) ve x(t) den ayr ayri e~ gekilerek esitlenirse; gelisim orani, popiilasyon boyutunun bir fonksiyonu

olarak a(x(t)) =k —aln (t ?) elde edilir. Ayrica, popiilasyonun 2 katina ulasma siiresi i¢in gegen siire
0

In (5) olur.

Lojistik gelisim modeli (May, 1976; Verhuslt, 1838); Burada kullanilan diferansiyel denklem, popiilasyon
biiytime modelleri i¢in en iyi bilinenlerden biri olup, denklem belgikali matematik¢i Pierre Verhulst (1804-

1849) tarafindan yapilmistir. Bu modelde gelisim orani olan a’ nin a(t) = r(l —%) olan popiilasyon

boyutunun bir azalan fonksiyonu oldugu kabul edilir. Tagima kapasitesi olan k’ dan daha biiyiikk boyutlu
popiilasyonlar i¢in gelisimin orami negatiftir ve benzer bi¢imde x < k ise pozitiftir. Lojistik diferansiyel
denklem;

olup r > 0, gergek gelisim oranidir.

Popiilasyonlar bulundugu ortamda smirsiz ¢ogalamaz. Popiilasyon biiyiikliiglinii rekabet, av-aver iligkisi,
sicaklik, yagis, besin v.b faktorler etkiler. Belirli 6zelliklere sahip bir yagsama ortaminda bulunabilecek en fazla
birey sayisi, tasima kapasitesini belirler. Popiilasyonda birey sayisi tasima kapasitesine yaklastikea gevre
direnci artar, popiilasyonun biiyiime hiz1 yavaglar. Popiilasyonun artisini engelleyen ekolojik faktorler ¢evre
direncini olusturur (Volterra, 1926). Bundan dolay1r matematiksel modelleme ile popiilasyon biiyiikliigiiniin
tahmininde genellikle bu duruma uygun olarak lojistik gelisim modelinden yararlanilmaktadir (Dasbast,
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Oztiirk, & Ozkose, Mathematical Modelling of Bacterial Competition with Multiple Antibiotics and it's
Stability Analysis, 2016).

Uygulamali bilimlerdeki deney ve gézlemlerden bir¢ok veri elde edilmektedir. Elde edilen bu verilerin anlaml
fonksiyonlar seklinde ifade edilmesi gerekir. Iste, bilinen degerlerden fonksiyonun kendisini veya kendisine
en yakin fonksiyonun belirlenmesi (elde edilmesi) islemi “’egri uydurma’’ (curve fitting) olarak adlandirilir.
Egri uydurmada kullanilan en etkili yontemlerden biri “’en kii¢iik kareler yontemidir. Bu yontem, uydurulan
yaklagik fonksiyon degerleri ile gergek fonksiyon degerleri arasindaki farklarm kareleri toplamimin minimum
yapilmasi esasina dayanan en etkili egri uydurma yontemidir (Vatansever, 2006).

Bu calismada lojistik biiylime modeli temelli, otonom diferansiyel denklem seklinde tanimlanan bir
popiilasyon biiylime modeli 6nerildi. Daha sonra bu denklemin kalitatif analizi yapildi. Gergek degerler
1s181nda (Bu calismada Tiirkiye’ nin 2012-2015 yillar1 arasindaki niifus degerleri kullanilmistir. ) hata kareler
ortalamasini minimum yapacak sekilde onerilen diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimiiyle uyumlu olarak
tistel bir fonksiyon arastirilmis ve diferansiyel denklemde verilen parametreler ile bu fonksiyon arasinda iligki
bulunmustur. Uygulama olarak Tiirkiye’nin 4 yillik niifus biiyiikliikleri yardimiyla bilinmeyen parametreler
bulunarak daha ileriki y1llar igin niifus tahminin yani sira maksimum niifus biiyiikliigli ve bunun zamani tahmin
edildi. Bu sonuglar niimerik simiilasyonlar vasitasiyla desteklenerek analizin sonuglari bu simiilasyonlarda
gorildi.

2. ONERILEN MODEL

t, zaman parametresini gostermek iizere, onerilen popiilasyon biiyiime modeli
dx x
Ezg(x) =rx(1—E)—ex+f (1)

seklindeki lineer olmayan 1. Mertebeden otonom diferansiyel denklemdir. (1)’ de kullanilan parametrelerin
ifadesi su sekildedir. Popiilasyondaki birey basina dogum ya da ¢ogalma orani r ile, popiilasyondaki birey
bagina 6liim orani e ile, popiilasyon tasima kapasitesi K ile ve popiilasyona g6¢ miktari sabit bir f miktari ile
gosterilmektedir.

Biyolojik olarak ¢alisilan bolge,
N={x€eR0<x<K} (2)

kiimesidir. {2 ile sinirlandirilan (1) denkleminin vektor alani bu bolgenin diginda bir nokta icermez ve boylece
N da baslayan ¢6ziimlerin tiim t > 0 i¢in bu kiime igerisinde kalmaktadir. Bu durum (2)’ de tamimlanan {2
bolgesinin (1) denklemiyle ilgili olarak pozitif olarak degismez oldugunu ve bdylece biyolojik olarak anlaml
(popiilasyon biiyiikliigii negatif olamaz) oldugunu ifade eder.

(1) Denkleminin Analitik Coziimii

(1) denklemi degiskenlerine ayrilabilen diferansiyel denklem olup ¢6ziimii agsagidaki sekilde bulunur.

1
Kfrx(K—x)+fK—erdx_fdt

Baslangi¢ kosulu

K(r—e)V fK

x(ty=0)=x = > eT=F (3)

olsun. Bu durumda ¢oziim;

2\ F + xy?
_ 2 =V 70
x(t) =+ F +x0%2 + x, P (4)
142 F
seklindedir. Ayrica t = oo i¢in ¢0ziim, global asimtotik kararli denge noktas1 olan;

x(t) =+ F+x02+x, (5)

noktasina yaklagir.

Jshsr.com | Journal of Social and Humanities Sciences Research (ISSN:2459-1149) | editor.Jshsr@gmail.com
843



Journal of Social And Humanities Sciences Research (JSHSR) 2017 Vol:4 Issue:12 pp:841-850

(1) Denkleminin Kalitatif Analizi

(1) denkleminin denge noktalar1 g(x) = 0 denkleminin ¢6ziilmesiyle elde edilen noktalar olup buradan denge
noktalart; rx (1 — %) —ex + f = 0 diizenlenerek;

ixz—(r —e)x—f=0 (6)
K

denkleminden elde edilirler. (6) denkleminin diskiriminant1 A = (r — e)? + 4f7r olup parametrelerin pozitif
olmasindan dolay1 4 > 0 olacag: agiktir. Dolayistyla (6) denkleminin kokleri (3) esitlikleri yardimiyla

X1 = (xo + /%02 +F) ve X, = (xo — /%02 +F) (7)

seklinde elde edilir. (10)’ da x; > ve x, < 0 oldugu agiktir. Bu denge noktalarinin kararlilik analizinde, eger;

%;x) . <0 ise bu nokta lokal asimtotik kararh 2 ix) . > 0 oldugunda ise

x=Denge noktast x=Denge noktast

kararsizdir. Boylece; %&Cxq = —%(w/xoz + F) <0 ve %(;) = %(w/xoz + F) > 0 oldugundan
X=X1 X=Xy

dolay1 pozitif denge noktasi olan x; noktasi lokal asimtotik kararlidir. Yani belirli baslangi¢ kosullariyla (1)’
de ifade edilen denklemin ¢oziimleri bu noktaya yaklasir. Ayrica (5)° da ifade edilen limit noktast ayni
zamanda x; noktasi olmasindan dolay1 tiim baslangi¢ noktalartyla (1)’ in ¢oziimleri bu noktaya yaklasir ki bu
nokta ayni1 zamanda global asimtotik karali denge noktasidir.

3. EN KUCUK KARELER YONTEMIYLE EGRi ARAMA

(4) ¢oziimii dikkate alindiginda aranacak egri x(t) = /F + x¢2 + x¢ — 2P - seklinde olmalidir.
f |F+xq

2t F

1te
Dolayisiyla

2

@) = T (8)

e A~ 2\ F+x? .
olarak kabul edilirse bu ¢oziim x(t) = \/F + x¢% + xo — 1+y(t()’ olup y(t) g¢ekilerek
2\ F + xy?

y@®) =1+ ©

x(t) —xg —+/F + x?
elde edilir. Dolayisiyla bu kisimda (8)’ de ifade edildigi gibi bir egri en kiigiik kareler (EKK) yontemiyle
aranacak daha sonra bu egri (9)’ da yerine yazilarak parametreler tahmin edilecektir.

2f /F+x02

Simdi EKK yéntemiyle egri arayalim. (8)” in her iki yaninin dogal logaritmasi ahmirsa; In|y| = In|e* 7

2f\F+xy?

F

yani, In|y| =t elde edilir.

v, =Fvev, =x,°2 (10)

olsun. Dolayisiyla hata fonksiyonu;

2

2f\JF + x4?
F

v, V2 n 2 n
- 2f\vi +v
H(f,F,?’C:)}>= E ti—1n|yi|] = E [—f 2t — In|y|
. - V1
=1 =1
. .. 0H 0H 0H o
seklinde ve boylece — = — = — = 0 olacagindan dolayz;

af  ovy oy
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(2\/v; + v, = 2f\v; + v,
222 Z LT G~ nly |6 = 0
1

2+\v, + vz 1 . 2f\vi + v, _
2f | - t; —In|y;|[t; =0

v, 2 \/vl +v, 1,

%1

2f\/v1+v2
Z t; —Inly|{¢t; =0
\/v1+v2 vy
diizenlenerek
(v 2f\v; + v,
Z ———t;—Infyl|t; =0
(41
n
v, — 2w +v 2f\v; +v
<(1 2(1 2)>Z[¥ti_lnl}q|:|ti:0 (11)
V141 + v, 121
= 2f\vy + v,
Z — i~ hnlyljt;=0
1

elde edilir. (11) denklem sisteminin;
(11) denklem sistemi i¢in;

1. v =7, yanl,

F=x2 (12)

olarak kabul edelim. (3) ve (12) yardimiyla (1) diferansiyel denklemi yeniden yazilirsa;

dx f

I = f(x) ——( x2 + 2x0x + x9x9)  (13)
elde edilir.

2. Birinci ikinci veya ii¢lincii denkleminden, \/\C n o ti2 =Y, t;In|y;] elde edilir. Dolayistyla;
2\/—f X 1t In|y;|
VF Lyt
f_1 St Inly
VF  2V2 XLt
bulunur. Boylece; t; = 1,2, ..., n igin
po VESLitinbyl VP ity 3VF z ol
242 X t? 2V2nn+ D@2n+ 1 VZn(n+ DR+ 1D&
3 =

_ 3VF N
B V2n(n+1D)@2n+1) ln;b}il

(9) gbzoniine alindiginda,

t

2\JF + x4?

+
X; — Xg —+/F + x¢?

3VF
B V2n(n+1D)@2n+1) lnz ! (9

i=1
elde edilir. (12) ve (14) birlikte diisliniildiiglinde;

~ 3VF | in+\/?(\/§—1)“
T Va4 D@+ D) Ll —VF(VZ + 1)

toplam ile logaritma fonksiyonu yer degistirildiginde ise
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i £ ]n X + \/_(\/_ | ( )
\/_n(n+1)(2n+1)l:1 l -VF(vV2+1)
olur.
Boylece; (12) ve (14) birlikte dikkate alindiginda ise egri:
f.|F+x 6t xj+x0(V2-1)

Y@ = Fetor _ Fermmm i d L
(1) denkleminin ¢6ziimii:

_ 5 _ 2(F+xe? _ _ 2V2
x(t) = /F + x0% + x Ty Yo V2 +1 ot o e (VZ1)

_ AmED@EnTD Sie b

1Fe xj—xo(vV2+1)

ve (5)” deki global asimtotik kararli denge noktasi:
x(0) =x(V2+1) (16)
seklinde olurlar.
4. UYGULAMA 1 (TURKIYE NUFUS TAHMINI)

Bu kisimda Tiirkiye niifusunun 2012-2015 yillar1 arasindaki biiyiikliigiine bakilarak (1)’ de ifade edilen
diferansiyel denklemin gelistirilmis hali olan (13) denkleminin ¢6ziimleri irdelenmistir.

Tablo 1. 2012-2015 yillar1 arasinda Tiirkiye’ nin toplam niifusu (Tiirkiye Istatistik Kurumu, 2015)

TOPLAM NUFUS
(n = 4) igin t; = 2015 x3 = 78741053
(n=3)icint, = 2014 x, = 77695904
(n=2)i¢int; = 2013 x; = 76667864
(n=1)igint, = 2012 X, = 75627384

e t,=2012 i¢in baslangic kosulu x(t, = 2012) = x, = 75627384 ve (12)’ den F = x,2 yani F =
756273842 elde edilir.

e (15)‘den
F= 2o tVF(VZ-1)|5 |y +VE(VZ=1) | |, +VF(v2—1) |2 |25 +VF(v2-1) |53
T 60v2 xo—VF(V2+1)| |x3—VF(vV2+1)| |x2—VF(vV2+1)| |x3—VF(V2+1)
f= ,
75627384 75627384+75627384(v2-1) 1 76667864+75627384(V2-1)| [77695904475627384(v2-1) 3 78741053+75627384(v2—
60V2 75627384-75627384(V2+1)| |76667864-75627384(vV2+1)| |77695904-75627384(v2+1)| |78741053—75627384(v2+
f =

75627384 |76667864-+31325888,13959801|2 |77695904-+31325888,13959801|3 |78741053+31325888,13959801|4
602 76667864—183580656,139598 77695904—-183580656,139598 78741053-183580656,139598
2 3 4
107993752,13959801 109021792,13959801 110066941,13959801
£ = 891277,2678299 8 In | | | | | |
106912792,13959801 105884752,13959801 104839603,13959801

f =891277,2678299 834 In((1,02032)(1,091540)(1,214859))
f =891277,2678299 834 In(1,35301)
f =(891277,2678299834)(0,3023317)
f = 269461
e (16)’ dan global asimtotik kararli denge noktasi:
x(t) = xo(V2 + 1) = 75627384(V2 + 1) = 182580656
e Bodylece (13) diferansiyel denklemi asagidaki sekle doniisiir.
dx f x?
@ A )‘2_0<x_ﬁ+ 2)
269461 1 x? 75627384
75627384 <x T 275627384 T 2 )

—t=f(x)=2
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dx 269461

xZ
E = f(X) = 4m<2x —+ 75627384)

75627384
2

ax _ (x) =0,014252
a1 =0

(17) denklemi dfield.jar programi araciligiyla ¢izildiginde denklemin tiim ¢dziimleri grafigi Sekil 1’ de
gortldiigi gibi global asimtotik kararli denge noktasi olan x(t) = 182580656 noktasina yaklasmaktadir.

-, DFIELD Direction Field Wi e S|

File Edit Window Solution Options

X =0.014252(2x-x*[75627384+75627384)

2020 2030 2040 2050 2080 2070 2080 2080 2100 2110 2120 2130 2140 2140 2160 2170 2180 2180 2200 2210
t Arrow of slope +1.0 =

Sekil 1: (17) denkleminin ¢6ziim grafigi

Dolayistyla ¢oziim egrileri boyunca oklarin yonii global asimtotik kararli denge noktasi olan x(t) =
182580656 noktasina yaklagmaktadir. Yani tiim pozitif baglangi¢ kosullariyla baglayan ¢éziimler bu noktaya
yaklagir. Bu durum ise x(t, = 2012) = 75627384 baslangi¢c kosuluna gore yaklasik olarak ¢ > 2180 i¢in
olusmaktadir.

% 10° Yillara gére Tarkiye toplam niifus tahmini
2 T T T T
X 2112
2 1.791e+08 .
18 X 2072 L T
¥: 1653208 // X217z
: 1.823e+08
||
161 / .
= |
o
= 14r X: 2052 4
=2 / Y:1.47e+08
a
=
= 12} b
S X: 2025
- | ¥ 1.0366+08
]
1F f .
X: 2012
ggl 78837 |
]
UB 1 1 1 1
2000 2050 2100 2150 2200 2250
t (yil)

Sekil 2: (17) denkleminin MATLAB yardimiyla ¢6ziim grafigi
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5. UYGULAMA 2 ( KiSi BASI GAYRI SAFi YURTICI HASILA TAHMINI)

Tiirkiye’nin 1960 — 2015 yillar1 arasindaki Gayri Safi Yurtici Hasila (GSYIH) verileri diinya bankas veri
tabanindan temin edilmistir. Daha sonra bu veriler MATLAB 2015Ra programi yardimiyla yapay sinir ag1
NAR (Nonlinear Autoregresif) modeli yardimiyla islenerek gelecege yonelik ongoriiler elde edilmistir.

Hidden

Wi

Output

b , Dd

10

y(®)
Do

Sekil 3: Kullanilan NAR Modeli

Tablo 2: Diinya Bankas1 Veritabanindan elde edilen GSYIH degerleri

Yil

GSYIH

Yil

GSYIH

1960

13995067818

1989

107143348667

1961

8022222222

1990

150676291094

1962

8922222222

1991

150027833333

1963

10355555556

1992

158459130435

1964

11177777778

1993

180169736364

1965

11944444444

1994

130690172297

1966

14122222222

1995

169485941048

1967

15666666667

1996

181475555283

1968

17500000000

1997

189834649111

1969

19466666667

1998

275768695819

1970

17086956522

1999

255884300382

1971

16256619964

2000

272979390595

1972

20431095406

2001

200254104151

1973

25724381625

2002

238423907923

1974

35599913836

2003

311825946795

1975

44633707243

2004

404776328438

1976

51280134554

2005

501422832614

1977

58676813687

2006

552504962256

1978

65147022486

2007

675754121015

1979

89394085658

2008

764322933265

1980

68789289566

2009

644656538878

1981

71040020140

2010

771876943466

1982

64546332581

2011

832546462300

1983

61678280115

2012

873981840596

1984

59989909458

2013

950595641012

1985

67234948265

2014

934167774215

1986

75728009963

2015

859383637729

1987

87172789528

1988

90852814005
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. 101 Training: R=0.99316

O Data

Output ~=0.98*Target + 2.1e+09

Target <10

101" Test: R=0.§\6484

1.4*Target + -4.8e+10

Output ~

Target <101

1.2*Target + -1.9e+10

Output ~

(JSHSR) 2017 Vol:4

Issue:12 pp:841-850

101 Validation: R=0.91635

<101 All: R=0.94623
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Sekil 4: Tablo 3 verilerinden elde edilen NAR grafikleri

<1011

MATLAB yardimiyla olusturulan Yapay Sinir Ag1 Model’inden elde edilen regresyon denklemi;

Y,= 1,2+ Y,

- 1,9e+ 10

seklinde olup 6ngoriilen bazi sonuglar ve uygulama 1’ de olusturulan matematiksel model sonucunda elde

edilen niifus bilgileri Tablo 3’de gdriilmektedir.

Tablo 3: Ongoriilen GSYIH ve Kisi Bast GSYIH Degerleri

Yil GSMH

KiSI BASI
NUFUS GSMH

2023 $1.228.890.490.947,42
2053 $2.078.906.871.458,38
2071 $3.094.325.517.090,96
2112 $8.902.018.327.842,02

98000000 $12.539,70
144000000 $14.436,85
163000000 $18.983,59
178000000 $50.011,34
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